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z(z)
δe(z)
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x˙ = f(x, t)
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x(kTm + Tm) = x(kTm) + Tmf(x(kTm), kTm)
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χ = [x, κ, τ ]T
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x(k + 1) = x(k) + Tm
τ(k)
(κ(k)u(k)− x(k))
τ(k + 1) = τ(k)
κ(k + 1) = κ(k)
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dJW'SsJYR R]N%FJV2OflJaWflHct#TflJCJYDhi%JRO*HcT
Tsta
oSN%TflNZDeN 	N%W'JCIKJ>ipU#JDHZRT'UKRJYTflHXicJT
 r¡ # 
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Ta(vA) =


k1(cT1 + cT2α + cT3δe)
k1(cL1 + cL2β + cL3δg)
k1(cN1 + cN2α+ cN3β)
k2(cl1 + cl2α + cl3δe)
k2(cm1 + cm2β + cm3δg)
k2(cn1 + cn2α+ cn3β)

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IKH%VKIKJ
k1
 
k2
WflHcVmRHcV#W'ObNPVfOflJW0N%W'HpRYQeN%IKH%W"N~DeNCucJYHcFJYO*T eNCI#JD@WflQLW'OflJFZN#dKNaDNaF)N%WflNCicHcDLUKF .
O*TflQLR]N
ρ
 MDNicJYDHRQLIN%I^N%JYTflHIKQV 
PFZQLR]N.IKJ\IKJW'SKDeNPw]N%FQJYVfOflH
va
o

HcV^JYW'ObN 	kHcT'FaUKDN%RQ/cV)T'JIKUKRYQIN
SN%T*N
Tsta
WflJ~O*QLJVKJYVFHIKJDLHcWgFZN%WW'QFSKDJYW  fUKJN  UKIKN%VXJYicJYV2O*UN%DLFZJYV2O*JN9DeN	kHcT'FaUKDN%RQ/cVnIKJ
DeN%W"DLJ  cJYW`I#J>RYHcV2O*T'HcDo
&0W*N%VKI#HJD DLOflTflHvIKJ ff.N%DLF)N%V  1   lW'Ju&%#V|RHcFHvW'JzSKDN%V2O*J {N%D0QVKQLRQHXIKJ3DeN
SKTflJYWflJV2OflJW'JRYRQ%VdxRYHcV
N = 1500
FCUKJW_O*T*NPWdxJYDGF YOflHpIKH)IKJ EUKDLJTSNPT*N)DNZQV2OflJucTflN%RQ/cV¹
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A
d
D(vdr)
 XJDEicJYRYO*H%TIKJ
JW 	kU#JTflwYHcW( FHcFZJYV2O*HcWJW_ObN%RYQHcVKN%TflQLHcWSKTflHcS#UKJW_O*H^kJRUKN%RQ/cV!"poq

1d2TflJYWflUKDqObN%IKH%W  fUKJgW'HcV)RYHcFSN
T*N%IKH%W`RYHcVnDLHcWlINPO*H%W`QLIKJV2O*Q R]NPIKHcWlJV3JD@O %KV#JDŁIKJiQLJV2O*H2 ^SKTflJYWflJYVfO*N%IKHcWN%D@DeN%I#HQLw fUKQLJTflI#HZIKJ
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ŁN%W ucUKTflN "po" ffi{FaUKJYW'OflT*NDeNJYi%HcDUKRYQcVIKJD`SN%T 
PFZJO*TflH
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JYicH%DUKRYQcVXIKJ[DH%WRHJ RYQJYVfOflJW
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Cm3
WflHcDN%FZJYV2O*J%dxJDT'JW'OflH3I#J~RHJ RYQJV2OflJW>SKTflJYWflJV2O*N%V{UKV
RHcFSsH%T'ObNPFZQLJV2O*HaW'QFQDN%To
¡pQRH%VKWflQLIKJTflN%FZH%W;JDJT'TflHcTBIKJ KVKQIKH~SHcT
e = |x−xˆ|
|x|
IKHcVKI#J
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JWfiDNJYW'O*QLF)NPRQ%VZIKJgDHcWrJW_ObN%IKH%W
IKJDhWflQLW'O*JYF)NRHcVnDHcWlVfUKJYi%HcWSNPT 
%FJYOflTflHcW  
x
DHcWlJW_ObN%I#HcWgIKJYDjW'QW_O*JFZNm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# Cm3
DN>ObNPtKDeN "o   fUKJ\JYDxFHpI#JDH>SKT'HcSKUKJYW'O*H[RYHcV9DeN>TflJI#UKRRYQcV9IKJ
Tsta
JW_O*QLF)NCt#QJV)JDxW'QW_O*JFZNCJYV9DeN
	N%W'J.IKJ\ipU#JDH[RYTflUKRYJTflHmo
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u 0.0177 0.0004 0.0190 0.0006
v 0.0034 0.0006 0.0058 0.0007
w 0.0156 0.0003 0.0287 0.0007
p 0.0016 0.0001 0.0017 0.0002
q 0.0019 0.0001 0.0023 0.0002
r 0.0057 0.0001 0.0020 0.0002
x 0.0439 0.0015 0.0639 0.0016
y 0.0670 0.0025 0.0209 0.0027
z 0.0217 0.0038 0.0086 0.0040
φ 0.0626 0.0009 0.0651 0.0009
θ 0.0179 0.0001 0.0209 0.0003
ψ 0.0153 0.0171 0.0603 0.0018
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/n`rp`qfuou/q#"^qfu/v~uBxv~vTxkt{n`*tsn xSqflByqDtsn(xqflBu/n(ts}sp(ktsqflYsu/q~s}sn`lffi.qfl
v~xmrsv~xtsn(xpvTskS/}sxq#vTrX/n`uokqfu
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!fl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/kutsnwn`r[.u/v~tmv~l
.k^q#n`lopv~xSfr v~l/n(f}su/v~r}srmvTv~xkStsn`|sv~u/p(kv~xtsn`xyzqDtsn`xSq

^n`uoq rsq p`qfr(fu/v~rp`qfr{mv)"skxSktmvTt v#xv
*
qfu.vHtsn vTsxkSpv~u)n`r l/klffi.n(y v~lwuonv~xSn`l

n`l/^n`p+Smp`v~yzn`r[.n mv~u/v xv,Ev~lon#tsn#D}sn`xSq p(u/}sp(n`uoq
	.-
v~l/q
p`qfr[.u/v~u/kSq#l/}sp(n`tsnp(qfrHxv~l/!(p`rskSpv~ltsnwkStsn`r[/kSmp`v~p`kSfr mvTu.v~y	!(/u/kp`v p`q~rv~x0(fq~u/kS/yq~lt{nv~tmv~{.v21
p`k~r sv~u.v#xq~l8p`qDn(mp(kn(rX/n`l-tsnxq~l8yqDtsn(xqfl8{u/qfs}{n`lo/qfl

{}sn`l-^n`u/yzkS/n`rv#mv~uffi.kSu8tsntmvT/qflp`qfr
~vTu/kvTp`kq~rsn`l|lo}{mp(kn`r[/n`yzn`r[.n	(fu.vTrstsn`lmvTu.vHtsklffi.kSr%(f}skSu2n`xVuo}skt{qHtsn n`xVp`q~y^qfuo.v~yzkn`r[/q tskSr3&21
ykSp`q tsn(x loklo/n`yv l/kSr l.v~p`v~u/xSqHtsn`xYs}sr[.qtsn qfn(u.v~p(kfr

xSq#(fu.vTrstsq }srsv ktsn(rX/kSmp`v~p`kSfr p(}mv~rstsq
n`x8tskSu/k(fk0"sxSn#l/nHtsn(l/sxv~v v ~n`xSq
p(ktmv~tGp`qfrslffi!v~r[/n
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/n
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a11 1.5276 1.2633 1.9660
a22 21.0933 20.8660 21.1896
a33 20.4220 20.2018 21.4239
a44 16.3905 15.9151 16.8548
a55 382.1290 380.0030 380.1463
a66 388.0972 379.9988 384.0155
a15 = a51 0 0.1309 0.0001
a24 = a42 0 −0.0958 0.1628
a26 = a62 −69.6939 −59.9030 −69.8978
a35 = a53 67.7045 70.0684 70.3361
a46 0 0.0801 0.0101
m13 1.2801 2.0621 1.5235
m33 −49.7019 −48.0249 −48.5013
xm11 25.6919 23.0748 24.5183
xm22 23.6878 20.0129 21.0075
xm13 −4.5582 −9.1165 −5.4699
x2m11 −173.4906 −150.0044 −170.8227
x2m22 −166.3538 −149.9994 −158.8524
CT1 − −1.8974 −0.6579
CT2 − 0.1071 0.1069
CT3 − −2.8752 −0.6877
CL1 − 50.8756 15.4789
CL2 − −15.9874 −11.5582
CL3 − −1.2234 −7.2243
CN1 − −0.0417 −0.0664
CN2 − 0.5487 0.5789
CN3 − 1.0258 0.389
Cl1 − 0.0205 0.0304
Cl2 − −0.1919 −0.1271
Cl3 − 0.0170 0.0266
Cm1 − −0.0405 −0.0415
Cm2 − 0.7975 0.9982
Cm3 − 0.2930 0.2173
Cn1 − 1.0833 0.6207
Cn2 − −0.8574 −0.7589
Cn3 − 0.0450 −0.0010
 	% 	ffi  
 	$ fiffifl !
Pii 
a11 11.2428 0.1580
a22 90.4922 0.0925
a33 70.5841 0.0922
a44 42.3387 0.0901
a55 383.7979 0.0837
a66 419.9314 0.0872
a15 = a51 6.9103 0.1309
a24 = a42 1.2382 0.1240
a26 = a62 −195.3407 0.1269
a35 = a53 59.4323 0.1053
a46 −28.5030 0.1053
m13 33.7772 0.0621
m33 −93.7707 0.0982
xm11 76.4093 0.0905
xm22 54.7163 0.0192
xm13 75.3240 0.0962
x2m11 −201.9972 0.0335
x2m22 −224.8353 0.0896
CT1 −2.9074 0.1290
CT2 −0.2250 0.0446
CT3 −0.7970 0.0767
CL1 15.0799 0.0744
CL2 −7.6177 0.0644
CL3 −3.2706 0.0249
CN1 −2.1196 0.0676
CN2 −13.9818 0.0949
CN3 0.6837 0.0508
Cl1 5.1576 0.0538
Cl2 2.9208 0.1509
Cl3 1.0168 0.0582
Cm1 −0.0725 0.1442
Cm2 −1.8937 0.0814
Cm3 1.1017 0.0762
Cn1 −0.1082 0.0942
Cn2 −0.5101 0.0415
Cn3 0.0115 0.0227
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EDKDLO*T'HvI#J ff.N%DFZN%VdEFCUKJW_O*T*NucT*NPVKIKJWZSsHPO*JV#RQeNPDQIKN%IKJW[JYV DeN%WZN%SKDLQRN%RQLHcVKJW[IKJ 	kUKWflQ/cV
W'JVKW cTflQLR]N#dPSsJYTflFQLO*QLJVKI#HgO*JYVKJTEUKVKNJW'OflQFZN%RQ/cV cSpO*QFZNgNRN%IN\QV#W'ObNPVfOflJfiIKJ"FaU#JW'OflTflJYH>V#JRJYW*N%T'QeN
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DqO*T'H¦W'JvRYJV2O*TflNJV
DNvQI#JV2O*Q R]N%RYQcVIKJzSN%T 
%FJYO*T'HcWMNPDgFQWflFHXO*QJYFZSH  fUKJ!J.	kJRO %NDN{JW_O*QFZN%RYQcVcS#O*QLF)NIKJ
JYW'ObNPIKHcWd,JYWjW'U+RYQJV2OflJBRYHcVCNPFZSKDLQeN%TsJDci%JRYOflHcTŁIKJrJW'O*N%IKHcW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θ˙ = q
q˙ = k2q + k1θ + k3δe
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x˙ = u cosψ
y˙ = u sinψ
ψ˙ = δg/ρ
.^6dQ+ 0
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y˙ cosψ −
x˙ sinψ = 0
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FÚ&á¾×TÎß&Õ]ÙÒÝÔIßeÎée×OÐ;àÙ ¸&Ö1Ð;×Iá]Ú . Ò@Î ÒÍÔJÜwÚ&ÕØßÙßeÎÙÒÝÒÍÔJÕÓ×IÕØÐÓÒ@áÚçÕÓÒÝÙÒÍÕÓÖÔTÚ;wÚÚâäeÒÍÔTßMÜ@×IÙBÚ&Ù
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F´ßeá¾ßÕÓÒxá¾Ò@ÎÜÍ×TßeÎ¸2h1Ò@ÔÕØ×TÕÐ;Ò@áÚÙÒKÔ8ÚÒÍÜ@àBÚGÜ@×T¸&Î 6IQ@+xÒ@ÕtÜÍßeÎWÐ;ÑÓß&Ô8Ú&ÛÔIÒ(¹æÕØÒxéWÚ&Ñ;ÚGÎUÐÓ×;@ÚÔ8ÚÒSY×IÕffi
ÐÓÒ@ÎÜÍ×8ÚÙÒxàÎBÚÕÓÒÍÞBÚ&ÔÌÙÒxÜ@ß&ÎUÐÓÑÓßeÔãMà1Ò¶ÔIÔTÒÍä&ÒKÒ@ÔÕØ×TÕØÐÓÒ@áÚÙÒxàÎBÚÜ@ßeÎY·BéeàÑÓÚ&Ü@×I¸eÎ×TÎ×IÜ@×8ÚGÔ .
xi, yi, ψi
0
ÚffiàÎBÚÜÍßeÎ1·Béeà1Ñ;Ú&ÜÍ×T¸eÎZ·BÎBÚ&ÔP.
xf , yf , ψf
0*Q ZÔÀ ßeÑØáàÔTÚ&ÑxÒ@ÔÖÑÓßeÛ1ÔTÒ@áÚ	Ù1Ò]Ò@Î1Ü@ßeÎWÐ;ÑÓÚ&ÑÔTÚ	ÕØÒ@ÞBÚ&Ô~ÙÒ
ÜÍßeÎWÐ;ÑÓß&Ô¯ãUàÒÔIÔTÒ£äeÒ{Ò@ÔÊÑØßeÛß&Ð(Ù1ÒàÎBÚÜ@ßeÎ1·éeàÑ;ÚGÜ@×T¸&ÎåÚ]ß&ÐÓÑ;Ú2h6ÜÍßeáß]àÎåÖÑØßeÛÔTÒÍá]ÚÙÒÜÍßeÎWÐ;ÑØßeÔ¯¸&Ö:ffi
ÐÓ×Tá¾ß . á¾×TÎ1×Tá¾×;wÚGÜ@×T¸&ÎZÒÍÎÐ;×TÒÍáÖß¹<;GßÝÙ×IÕØÐ;Ú&ÎÜ@×TÚÕÓÒÍé<AÎèÔ8Ú	ä&Ò@ÔIßYÜÍ×TÙBÚ&ÙÙ1Ò¨ÙÒ@ÕØÖÔ8Ú;@Ú&á¾×TÒ@ÎWÐÓß'0jh^ÕÓÒ
ÙÒÍÛÒÍÎ	ÒÍÎÜ@ß&ÎUÐÓÑ;Ú&ÑtÔIÒÍ¹eÒÍÕãUàÒxá¾×TÎ×Iá×@;wÚ&ÎÒ@ÔÀ àÎ1Ü@×Tß&ÎBÚ&Ô X
J(δg) =
∫ tf
t0
L(x(t, δg), δg(t))dt
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x˙ =
r∑
i=1
gi(x)ui
.$6dQO>N0
¹ÝÕØ×3ÕÓÒ¾Ü@àá¾ÖÔTÒãUàÒ¾Ô8ÚGÕxÀ à1ÎÜ@×IßeÎÒ@Õ
g1...gr
ÕØßeÎâÔIßYÜ@Ú&ÔTá¾Ò@ÎWÐ;ÒÔT×TÖ1ÕÓÜu»×OÐ ;@×TÚ&ÎBÚ&ÕhÒÍÔÜÍßeÎ ØàÎWÐÓß	ÙÒ
Ü@ßeÎWÐ;ÑØßeÔTÒÍÕ
U = [u, δg]
ÒÍÕÜ@ßeÎWäeÒ*SYß ¹âÕÓÒæÖ1àÒ@ÙÒ¨ÒÍÎÜ@ß&ÎUÐÓÑ;Ú&Ñà1ÎBÚÐ;ÑÓÚ`¹&Ò@Ü£Ð;ßeÑØ×8ÚãUàÒæÐÓÑ;Ú&ÎÕ·BÒ@ÑÓÚÝÒ@Ô
ÕÓ×TÕÐ;ÒÍá]Ú¨ÙÒÍÕÓÙÒ¾àÎZÖàÎWÐ;ßffiÜ@àBÚGÔTãUà×TÒÍÑ;ÚÚ¨ß&Ð;ÑØßdQ¥(ÒÍÕ;ÚGÀ ß&ÑØÐ;à1ÎBÚ&ÙBÚ&á¾Ò@ÎWÐÓÒ¾ÒÍÔÏ»BÚ&ÜÍÒ@ÑxãUàÒÒ@ÔÏÙ×IÑÓ×Té&×TÛÔIÒ
ä&Úw¹eÚJÚtä&Ò@ÔIßYÜÍ×TÙBÚ&Ù{Ü@ß&ÎÕØÐ;Ú&ÎWÐ;Ò . ÖÑÓß&ÖàÔTÕØßeÑÓÒÍÕÊÚRÔ8Úá¾×TÕÓáÚäeÒÍÔTßMÜ@×TÙÚ&ÙÚGÎéeàÔTÚ&Ñ(0 hw»BÚ&ÜÍÒ´ãUàÒÒ@ÔMÕÓ×TÕÐ;ÒÍá]Ú
ÕÓÒwÚ¾Îß¾»ßeÔTß&Î¸eá¾×TÜ@ß¶¹Ú&ÔÒÍÎÜ@ßeÎWÐÓÑ;Ú&ÑRÕÓàÐ;ÑÓÚ`¹&Ò@Ü£Ð;ßeÑØ×8ÚÕÓÒ{ÜwÚ&ÒxÒ@ÎffiÔ8ÚÀ ßeÑØáàÔTÚ&Ü@×I¸eÎæÙÒxàÎffiÖÑÓß&ÛÔTÒÍá]Ú
ÙÒKÀ ßeÑÓáÚÎßÜ@ßeÎWäeÒ*S1ÚIQ
c¯Ú&Ñ;ÚKÒ@Î1Ü@ßeÎWÐ;ÑÓÚ&Ñ3àÎBÚKÖßeÕÓ×IÛÔTÒÕØßeÔTà1Ü@×T¸&ÎÕÓÒRÚ&Ü@à1ÙÒRÚ&ÔBÖÑÓ×IÎÜ@×IÖ×Tß(ÙÒc¯ßeÎWÐÓÑØ¹WÚGée×TÎUhWãUà×IÒ@ÎÒ@ÎWÐÓÑÓÒ@éeÚ
àÎBÚÜÍßeÎÙ×IÜ@×T¸&ÎâÔTßMÜwÚGÔÏÎÒ@ÜÍÒ@Õ;ÚGÑÓ×8Ú	ÙÒ]ßeÖYÐ;×TáÚ&ÔI×TÙBÚ&ÙÝÖÚ&Ñ;ÚffiÔ8Ú&ÕxÐ;ÑÓÚ`¹&Ò@Ü£Ð;ßeÑØ×8Ú&Õ{ãUàÒæÕÓß&ÎçÕÓßeÔIàÜ@×I¸eÎZÙÒ@Ô
ÕÓ×TÕÐ;ÒÍá]Ú¾Ù×TÎBºGá×IÜ@ßÖÒ@ÑÓßãUàÒÒÍÎåÎ×TÎ1é<AÎffiÜwÚ&ÕØß¨Ú&ÕÓÒÍéeàÑÓÚÔ8ÚÒ*S1×IÕØÐÓÒ@ÎÜÍ×8ÚÙ1ÒàÎBÚ¾ÕÓßeÔIàÜ@×I¸eÎffi¸eÖ1Ð;×Iá]Ú,Q
cÊÚ&ÑÓÚ(Ô8ÚtÙÒÍÐÓÒ@ÑØá×IÎBÚ&Ü@×I¸eÎxÙÒ´ÒÍÕØÐ;ÚßeÖ1ÐÓ×TáÚ&ÔT×IÙBÚ&ÙUhÍÒ@Õ¯ÎÒ@ÜÍÒ@Õ;ÚGÑÓ×TßÜ@ßeÎ1ÕÓ×TÙ1Ò@Ñ;ÚGÑ¯ÒÍÎÜ@ßeÎ, ØàÎWÐ;ßJÒÍÔMÖ1ÑÓ×TÎ1Ü@×TÖ1×Tß
ÙÒ7c¯ßeÎWÐ;Ñ¹WÚ&é&×TÎ¹¨àÎ	Ú&ÎBº&ÔI×TÕÓ×IÕÙÒÍÕÓÙÒ{Ò@ÔÖà1ÎUÐÓßÙ1ÒxäM×IÕØÐuÚéeÒÍßeá¾¼ÍÐ;ÑØ×TÜÍßdQ
c¯Ú&Ñ;ÚãUàÒâÔTÚÔIÒÍ¹ ÙÒZÜ@ß&ÎUÐÓÑÓßeÔ
δg(t)
¹ Ô8ÚçÐ;ÑÓÚw¹eÒ@Ü£Ð;ßeÑØ×8Ú
x(t, δg)
ÕÓÒ@Ú&Î ¸&Ö1Ð;×Iá]Ú&Õ¨ÒÍÎ Ð;×IÒ@á¾Öß2h
ÕÓÒ]Î1Ò@Ü@ÒÍÕÓ×OÐuÚãUàÒÒSY×TÕÐuÚ	à1Î#äeÒÍÜÍÐÓßeÑÚ&Ù, ØàÎWÐ;ßåÎßffiÐ;ÑØ×IäM×8Ú&Ô
λ(t) = {λ1(t), λ2(t), λ3(t)}
Ü@ßeÎWÐÓ×TÎUàßdQ
c3ÔTÚ&ÎWÐ;Ò@Ú&ÎÙß¾Ò@Ô MÚ&á×IÔIÐÓßeÎ×8ÚGÎß¶ÖÚ&Ñ;ÚÒ@ÔÕØ×TÕÐ;Ò@áÚV6dQ+aX
H = λ1u cosψ + λ2u sinψ + λ3δg
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¹ »BÚGÜ@×TÒÍÎÙß	Ô8Úá]ÚSY×Iá×@;wÚ&ÜÍ×T¸eÎåÙ1Ò 6dQ36hÌÖßMÙÒÍáßeÕxÒÍÎÜ@ßeÎWÐÓÑ;Ú&Ñ¶àÎBÚ	ÔIÒÍ¹ ÙÒ¾Ü@ß&ÎUÐÓÑÓßeÔ
δg(t)
ãMà1Ò
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Ú&Öß`¹&ßÒÍÎffiÔIßeÕÜ@ß&ÎÜ@ÒÍÖ1Ð;ßeÕtÙÒxéeÒÍßeá¾ÒÍÐ;Ñ%]8ÚIQ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Ð;ÑÓ×IÜ@ß	ÙÒ@ÔÖÑÓß&ÛÔTÒÍá]Ú2hÕØÒ]ÒÍÎÜ@àÒÍÎWÐ;Ñ;ÚGÎ
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¹¨ÔTßeÕÕØàÛd]IÎÙ×TÜÍÒ@ÕtÙÒxÔTß&Îée×IÐÓàÙæÙÒxÔ@]TÎÒ@ÚÜ@àÑä&Ú
u
h
v
h
w
¹æÔ]TÎ1ÒwÚÑÓÒÍÜÍÐ;Ú
s
QB¥(ÒxáÚ&ÎÒÍÑ;ÚéeÒ@Î1Ò@Ñ;ÚGÔÔ8Ú&Õ
Ü@àÑä&ÚGÕ¸eÖYÐ;×TáÚ&ÕÕØÒxÖàÒ@Ù1Ò@ÎÒ*SYÖÑÓÒÍÕ;Ú&ÑRÜ@ßeá¾ßGX
 
6Ú&á×IÔT×TÚ
CuCvCw
ÐÓ×TÒ@Î1Ò =ÐÓ×TÖßeÕ X
  LRvL
h
  RLvR
ÙßeÎÙ1ÒaX
v ∈]pi, 2pi[
h
u, w ∈ [0, v]
h1¹
0 ≤ u < v − pi
ß
0 ≤ w < v − pi
Q
 
6Ú&á×IÔT×TÚ
CvSsCu
ÐÓ×TÒ@Î1Ò6ÐÓ×TÖßeÕ X
  CLSCL
h
  CRSCR
h
ÙßeÎÙ1ÒaX
u, v ∈ [0, 2pi]
¹
u+ v ≤ 2pi
Q
  CRSCL
  CLSCR
ÙßeÎÙ1ÒaX
u, v ∈ [0, 2pi[
Q
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x1 = ρ sin v
y1 = ρ− ρ cos v
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x2 = ρ sin v + s cos v
y2 = ρ− ρ cos v + s sin v
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xf = ρ sin v + s cos v + ρ sinψ − ρsinv
yf = ρ− ρ cos v + s sin v + ρ cos v − ρ cosψ
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v ∈ [0, ψ]
¹
s ∈ <+
Q
∆x = ρ sinψ + s cos v
∆y = ρ+ s sin v − ρ cosψ
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x˙ = u cosψ
y˙ = u sinψ
ψ˙ = r
r˙ = kgδg
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∣∣∣∣∣∣∣∣
u cosψ 0 0 −kgu sinψ
u sinψ 0 0 kgu cosψ
r 0 kg 0
0 kg 0 0
∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.
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J(δg) =
∫ tf
t0
< δg(t), δg(t) > dt
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λ(t) = {λ1(t), λ2(t), λ3(t), λ4(t)}
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1
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(u2 + δ2g) + λ1u cosψ + λ2u sinψ + λ3r + λ4δg
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= 0
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u+ λ1 cosψ + λ2 sinψ + λ3r = 0
δg + λ4 = 0
¥(Ò]ÔTßeÕ¶ÙÒ@ÕÓÚ&ÑÓÑØßeÔTÔIßeÕÚGÎUÐÓÒ@ÑØ×TßeÑØÒ@ÕÕØÒæÖàÒÍÙÒ¨áß&ÕØÐ;ÑÓÚ&Ñ{ãMà1Ò
u2 + δ2g
Ð;×IÒ@ÎÒ¾äGÚ&ÔTßeÑØÒ@Õ¶Ü@ßeÎÕÐuÚ&ÎWÐÓÒ@Õ	h
ÔTßãUàÒ»BÚ&Ü@ÒÒÍÕØÐuÚGÑ{ÒÍÎ#à1Î#Ü@Ú&ÕÓßÕÓ×Iá×IÔ8Ú&ÑÚ&ÔÏÖÑØÒ@ÕØÒ@ÎWÐuÚ&Ù1ß	ÖBÚGÑ;Ú¨Ò@ÔÏá¾ßYÙ1Ò@ÔTßY6IQ@+¹åÖßeÑJÐ;Ú&ÎWÐ;ßffiÒ@ÎZÒ@Ô
-_=
    fffiffifl  "d#%&N"( #*$
ÐÓ×TÖßåÙÒ¨ÖÑØßeÛÔTÒÍá]ÚGÕÎß Ü@ßeÎWä&ÒSYßeÕ	h3ÖÑØÒ@ÕØÒ@ÎWÐuÚ&Î1Ùßâá A1ÔIÐ;×IÖÔTÒÍÕ¶ÕØßeÔTà1Ü@×Tß&ÎÒ@Õ¹âßeÛÔT×IéWÚ&ÎÙ1ßÝÚåÛàÕØÜwÚ&Ñ
Ú&ÔOÐ;ÒÍÑÓÎBÚGÐÓ×IäGÚ&ÕÏãUàÒÜ@ßeá¾ÖÔTÒÍáÒÍÎWÐ;Ò@ÎÔ8ÚxÕÓßeÔIàÜ@×I¸eÎ¾ÖBÚ&ÑÓÜÍ×8Ú&Ô
QW½ÌÚ{ÐÓ¼@Ü@Î1×TÜwÚ¶Ú&ÛßeÑÓÙBÚGÙBÚ¶Ú{Ü@ßeÎWÐÓ×TÎUàBÚ&ÜÍ×T¸eÎ¾ÕÓÒ
ÜÍÒ@ÎWÐ;ÑÓÚÒ@ÎÒ@ÔÚ&ÔTéeß&ÑÓ×IÐÓáßKÎUàá¾¼@ÑØ×TÜÍß¶ÖÑØÒ@ÕØÒ@ÎWÐuÚ&Ù1ßÒ@Î  {½Ìê6ffiQM½ÌÚ¶×IÙÒwÚ{ÖÔ8Ú&ÎWÐÓÒwÚ&ÙBÚxÖßeÑ BÒÍÑÓÎBÚ&Î1ÙÒ@Õ
ÕØÒJÀ ßYÜ@Ú&ÔT×@;wÚÒÍÎffiÔTÚÜ@ßeÎ1ÕØÐ;ÑØàÜ@ÜÍ×T¸eÎffiÙÒKàÎÕØ×TÕØÐÓÒ@áÚÚGÀ^]TÎæãUàÒxÖÒ@ÑØá×OÐuÚÚ&Ö1ÔT×TÜ@Ú&Ñ~ÐÓ¼@ÜÍÎ×TÜ@Ú&ÕtÙÒKÕÓßeÔIàÜ@×I¸eÎ
ÎUàá¾¼@ÑØ×TÜwÚ{ÖBÚ&ÑÓÚÖÑÓß&ÛÔTÒÍá]Ú&ÕÎßÜÍßeÎWäeÒ*S1ß&ÕeQ5F´ßeÎ1ÕÓ×TÙ1Ò@Ñ;ÚGÎÙßãUàÒJÒÍÔÜÍßeÎWÐ;ÑÓß&ÔÙÒÍÔÕØ×TÕØÐÓÒ@áÚ¶Öà1Ò@ÙÒJÕØÒ@Ñ
Ò*S1Ö1ÑÓÒ@ÕÓÚ&ÙßÒ@ÎffiÕÓÒ@ÑØ×TÒÍÕRÙ1Ò Bßeà1ÑÓ×TÒÍÑ	h
δg =
∞∑
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(αkek(t))
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δg
0ÒÍÕ:X
x˙ = u cosψ
y˙ = u sinψ
ψ˙ = r
r˙ = −krr + δg
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x˙ sinψ + y˙ cosψ = 0
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ζi
ÜÍßeÎ
ζf
¹¨Õ;ÚGÐÓ×TÕÀ Ú&Ü@ÒxÒ@ÔÕØ×TÕÐ;Ò@áÚV6dQ+T6YX
det
∣∣∣∣∣∣∣∣
u cosψ 0 0 −u sinψ
u sinψ 0 0 u cosψ
r 0 1 −kr
−krr 1 −kr k
2
r
∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.
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(u2 + δ2g) + λ1u cosψ + λ2u sinψ + λ3r + λ4(δg − krr)
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&!'(	*)+!,- ζi = [0, 0, 0]  ζf = [250,−250,−90]
8(Ð;ÑØßeÕ´ÑØÒ@ÕÓà1ÔIÐuÚGÙßeÕÕØßeÎ¨ÖÑÓÒÍÕÓÒÍÎUÐ;Ú&ÙßeÕÖßeÑ6dQg=/.YÜÍàBÚ&ÎÙßÒÍÔÙ×IÑÓ×Iée×TÛÔIÒÙÒ@ÛÒJÑØÒwÚ&ÔI×;wÚGÑ~àÎÚá×IÕÓ×I¸eÎ
ÜÍßeáÖ1ÔTÒÍÐ;Ú'.1ÕÓÚ&ÔT×IÒ@ÎÙ1ßÙÒ
ζi = [0, 0, 0]
¹æÔTÔIÒ@éWÚGÎÙßÚ
ζf = [−100, 500, 180]
.YÜÍßeÎffiÜ@ßeÎ1·éeàÑ;ÚGÜ@×Tß&ÎÒ@Õ
×IÎUÐÓÒ@ÑØáÒÍÙ×8Ú&Õ
ζ1 = [250,−50,−90]
.
ζ2 = [200,−300, 180]
.
ζ3 = [−100,−250,−270]
.
ζ4 =
[−100,−100, 90]
.
ζ5 = [−50, 200, 0]
.
ζ6 = [250, 250,−270]
.
ζ7 = [200, 500,−180]
Q .ÏÎ#ÒÍÕØÐuÚ
·Bé&àÑ;ÚÕÓß&ÔTßÕÓÒxÖÑØÒ@ÕÓÒÍÎWÐuÚÒÍÔÙÒ@ÕØÖÔ8Ú7;wÚ&á¾×TÒÍÎUÐÓßÙÒ@ÔÕØ×TÕÐ;Ò@áÚÒ@ÎffiÒ@ÔÖÔTÚ&Îß
2D
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ψ
Q
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2ÊÚGÑ;ÚÕÓßeÔIàÜ@×IßeÎBÚ&Ñ~Ò@ÕÐ;ÒxÖÑÓß&ÛÔTÒÍá]Ú'.YÕÓÒKÙÒÍÛÒxÖÒ@ÎÕÓÚ&ÑÒ@ÎÑØÒwÚ&ÔI×;wÚGÑÒ@ÔÕØÒ@éeà1×Tá¾×TÒ@ÎWÐÓßÙÒxÔ8Ú¶ÐÓÑ;Úw¹eÒÍÜNffi
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Ù×IÑÓ×Iée×TÛÔIÒKÒ@ÎWÐ;ÑØÒÔ8ÚGÕÙß&ÕJÜ@ßeÎY·BéeàÑÓÚ&Ü@×IßeÎÒ@Õ=Q ZÕfi]%.ÒÍÔÊÕÓ×IÕØÐÓÒ@áÚ . B Ú&×IÑÓÕÓ»1×TÖ54»Ò@Ú&Ù×IÎéæÜ@ß&ÎUÐÓÑÓßeÔ
D 0ÙÒÍÛÒ
ÐÓÑ;ÚGÐ;Ú&ÑÙÒxÕÓÒÍéeà×IÑRÔTÚÐ;ÑÓÚ`¹&Ò@Ü£Ð;ßeÑØ×8ÚÜwÚ&ÔIÜ@àÔTÚ&ÙBÚIQ
6ßGÐ;ÒãUàÒÙÒ@Û×IÙßZÚ&ÔÙÒÍÕÓÖÔTÚ;wÚ&á¾×TÒÍÎWÐ;ßÝÜ@ß&Îèä&Ò@ÔTßMÜ@×IÙBÚ&ÙÜÍßeÎÕØÐ;Ú&ÎWÐ;ÒffiÙÒ@ÔÙ1×TÑÓ×Iée×TÛ1ÔTÒR. éWÚ&ÑÓÚ&ÎWÐ;×@;wÚ
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.
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ÑØÒ@éeàÔTÚ&ÙßeÑ´ÙÒ@Ù×IÜwÚ&Ù1ßÚGÔÕÓÒ@é&à×Tá¾×TÒÍÎUÐÓßÙÒxÔ8ÚÐÓÑ;Úw¹eÒÍÜÍÐ;ß&ÑÓ×8Ú,Q
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ζi = [0, 0, 0]

ζf = [−100, 500, 180]
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ÒÍÎ¾é&Ò@ÎÒÍÑ;Ú&ÔÒÍáÖ1ÔTÒwÚGÙBÚ&Õ ÖBÚGÑ;ÚKÒ@ÔÜÍßeÎWÐ;ÑØßeÔÙÒÑØßeÛßGÐ;ÕeQ .3Î  O91Ú&áê98/.ffifl 2 91ê<-'.flR9   %.eÕÓÒÐÓÑ;Ú&ÛÚ, ÓÚKÕÓ×TÕffi
ÐÓÒ@áÚ&Õ~Ù1Ò(Ò@ÕÐ;ÑØàÜÍÐÓàÑ;ÚÜ@Ú&ÙÒÍÎBÚßÒÍÎÜwÚGÙÒ@ÎBÚGÙBÚ'.MÒ@ÕØÐ;Ú&Û×IÔT×;@Ú&ÎÙß{Ü@ß&Î]Ò@ÔÜ@ÑØ×IÐÓÒ@ÑÓ×Iß¶Ù1Ò tßeà1Ð;»Dffi Mà1Ñ"!t×IÐfi;
¹¨ÕØÒ@éeà1×Tá¾×TÒ@ÎWÐÓßÙÒxàÎ	Ö1àÎWÐ;ß¾á¸`äM×TÔ
Q
F´ßeÎÕØ×TÙÒÍÑ;Ú&Î1ÙßæÒ@ÔÌÕØ×TÕØÐÓÒ@áÚ 6dQ+ .6Ü@ß&ÎåÙÒ@ÕØÖÔ8Ú7;wÚ&á¾×TÒÍÎUÐÓß]ÚäeÒÍÔTßMÜ@×TÙÚ&ÙÜÍßeÎÕØÐ;Ú&ÎWÐ;ÒG.
u = va
.Ü@Ú&ÕÓß
×IÙÒwÚ&Ô¯ÕÓ×IÎ äM×IÒ@ÎWÐ;ß¨¹
α ≈ 0
.
β ≈ 0
0¹åéeÒ@ÎÒÍÑ;Ú&ÔI×;@Ú&ÎÙß¨ÒÍÕØÐuÚGÕ{ÒÍÜ@àBÚGÜ@×Tß&ÎÒ@ÕKÜÍ×TÎÒÍá]ºGÐÓ×TÜ@Ú&ÕJÙÒÀ ßeÑØá]Ú
ãUàÒ{Ò@ÔÌÕÓ×IÕØÐÓÒ@áÚÜÍßYß&ÑÓÙÒÍÎBÚ&Ùß¾ÙÒ{ÑÓÒÍÀ ÒÍÑÓÒÍÎÜ@×TÚÕÓÒ@Ú¾à1ÎÕÓ×IÕØÐÓÒ@áÚ¾ÜÍßYßeÑØÙÒ@ÎÚ&Ùß¾ÙÒ BÑØÒ@ÎÒ£Ð . äeÒÍÑR·Bé&àÑ;Ú
6dQ"8<07.Ô8Ú&ÕÒÍÜ@àBÚGÜ@×Tß&ÎÒ@ÕtÖàÒÍÙÒ@Î	ÕÓÒÍÑRÑØÒ@ÕØÜ@ÑÓ×OÐuÚ&ÕtÜÍßeáßÕØÒ{Ö1ÑÓÒ@ÕØÒ@ÎWÐuÚÚÜ@ßeÎWÐ;×IÎUàBÚ&Ü@×I¸eÎ .
s˙ = va
1−dc(s)
cosψe
d˙ = va sinψe
ψ˙e = ψ˙d − ψ˙r
.^6dQ@+
8<0
-ffi#
 
	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         !ffi
 
    7	%  ff 	% 
Ùß&ÎÙÒ
va
Ò@ÕRÔ8ÚäeÒÍÔTßMÜ@×IÙBÚ&ÙffiÚ&Ò@ÑØßYÙ1×TÎBº&á¾×TÜ@ÚÙÒ{ÙÒ@ÕØÖÔ8Ú;@Ú&á¾×TÒ@ÎWÐÓß . ÕÓàÖà1Ò@ÕØÐ;Ú]Ü@ß&ÎÕØÐ;Ú&ÎWÐ;Ò\07.
Pd =
(xd, yd)
Ô8ÚÖßeÕÓ×IÜ@×T¸&ÎæÑÓÒ£À Ò@ÑÓÒÍÎÜ@×TÚ&ÙBÚÚ
R0
¹
ψd
ÔTÚßeÑØ×TÒ@ÎWÐ;Ú&Ü@×I¸eÎæÙÒÍÔÙ×TÑØ×Tée×IÛÔTÒtÑÓÒ@Ú&ÔffiQ
(xr, yr, ψr)
ÕÓßeÎ
Ô8Ú&Õ3Ü@ßMßeÑØÙÒ@ÎBÚGÙBÚ&ÕÙÒ@Ô6ÖàÎWÐÓß B
s
DUãUàÒÜ@ßeÑØÑÓÒ@ÕØÖß&ÎÙÒÚ{ÔTÚ{ÖÑØß`¹eÒ@ÜÍÜ@×I¸eÎ]ßeÑÐ;ßeé&ßeÎBÚ&ÔBÙÒRÔ8ÚKÖßeÕØ×TÜ@×I¸eÎÙÒ@Ô
Ù×TÑØ×Tée×IÛÔTÒ
(Pd = CV )
ÕÓß&ÛÑÓÒKÔTÚ¶Ü@à1ÑØäGÚ
ζ
Q
d
ÒÍÕÔ8Ú¶Ù1×TÕØÐ;Ú&ÎÜÍ×8Ú{¹
ψe
ÒÍÕÒ@ÔÒ@ÑÓÑØßeÑ´Ù1ÒKßeÑÓ×IÒ@ÎWÐuÚ&ÜÍ×T¸eÎ .MãUàÒ
ÒSY×TÕÐ;ÒKÒ@ÎWÐÓÑÓÒJÒÍÔÙ×IÑÓ×Té&×TÛÔIÒt¹Ô8Ú¶Ü@àÑä&Ú
ζ
.MÒSYÖÑØÒ@ÕÓÚ&ÙßeÕtÒ@Î¨ÒÍÔÕØ×TÕØÐÓÒ@áÚÜ@ßMßeÑØÙÒ@ÎBÚGÙßÙÒ BÑÓÒÍÎÒÍÐ:.
Rr
0Q
c(s)
Ò@ÕÔTÚÜ@àÑäGÚGÐ;àÑÓÚÙÒ
ζ
Ò@ÎÒÍÔÖàÎWÐÓß
s
.M¹æÒ@ÕÒÍãUà×IäGÚ&ÔIÒ@ÎWÐ;ÒKÚGÔ×TÎWä&Ò@ÑÓÕØßÙÒ@ÔÑ;Ú&Ù×IßÙÒKÜÍàÑØäGÚGÐÓàÑ;ÚIQ
.3ÔÕÓàÕÐ;×IÐÓà×TÑ
s
ÖßeÑ
x
.
d
ÖßeÑ
y
.
ψe
ÖßeÑ
ψ
¹]Ô8Ú»Ú&Ü@ÒÍÑ
c(s) = 0
.YÕÓÒJÐÓ×TÒ@Î1ÒJÒ@ÔÕÓ×TÕÐ;ÒÍá]ÚÜÍßYßeÑØÙÒ@ÎÚ&Ùß
6dQ@+ .BÔTßãUàÒ{áàÒ@ÕÐ;ÑÓÚãUàÒ{Ò@ÕtàÎÚ¾éeÒÍÎÒ@ÑÓÚ&ÔT×@;wÚ&ÜÍ×T¸eÎ Q
bpÎÕØÖ×TÑÓÚ&ÙßeÕÏÒÍÎÔTÚÐ;ÒÍßeÑfi]TÚJÙÒtÜ@ßeÎWÐÓÑÓßeÔÖÚ&Ñ;ÚKÕÓ×IÕØÐÓÒ@áÚ&ÕÏÎßxÔT×IÎÒwÚ&ÔIÒ@Õff.GÕØÒtÐÓ×TÒÍÎÒÖß&ÑÏÑÓÒwÚGÔT×Tá¾Ò@ÎWÐ;Ú&Ü@×I¸eÎ
ÙÒxÒ@ÕØÐ;Ú&Ùß¾ÔT×IÎÒwÚ&ÔI×;@Ú&ÎWÐ;Ò .YãUàÒxÒ@ÔÕÓ×IÕØÐÓÒ@áÚ 6IQ@+ 8Öà1Ò@ÙÒxÕÓÒÍÑÑØÒ@ÒÍÕÓÜ@ÑØ×IÐÓß¾Ù1Ò{ÔTÚÕÓ×Té&à×TÒÍÎUÐÓÒKá]ÚGÎÒ@ÑÓÚGX
d˙ = va sinψe
ψ˙e = v
.^6dQ+ N0
Ùß&ÎÙÒ
v = ψ˙d − ψ˙r
.ÖÒ@ÑØß#ÜÍßeÎÕØ×TÙÒÍÑ;Ú&ÎÙ1ßâãUàÒffiÒ@ÔtÜ@ßeá¾ÖßeÑØÐ;Ú&á×IÒ@ÎWÐ;ßÝÒÍÎ ÔTÚ;@ßZÜ@ÒÍÑÓÑÓÚ&ÙßZÙÒ@Ô
ÕÓ×TÕÐ;ÒÍá]ÚÙÒxÜ@ßeÎWÐÓÑÓßeÔÙÒ{Ù×IÑÓÒ@ÜÍÜ@×I¸eÎÙÒ@ÔÙ×IÑÓ×Iée×TÛÔIÒ(ÒÍÎ	ÒÍÔÖÔ8Ú&Î1ß¾»1ßeÑÓ×@;@ßeÎWÐuÚGÔÒ@ÕÚ&ÖÑØß\SY×Iá]Ú&Ù1ßÚ
ψ˙d =
−k1ψdψd + k2ψrefψref
.BÒ@ÔÕØ×TÕØÐÓÒ@áÚV6dQ@+ ÕØÒxÒSYÖÑÓÒÍÕ;Ú¾Ü@ßeá¾ß0.
d˙ = va sinψe
ψ˙e = −k1ψdψd + k2ψrefψref − ψ˙r
.^6dQ+ #<0
ÖÒ@ÑØá×OÐ;×TÒÍÎÙßÒ*SYÖÑÓÒÍÕ;Ú&ÑÔ8ÚÑÓÒ£À Ò@ÑØÒ@ÎÜÍ×8ÚÙÒ@ÔÜÍßeÎWÐ;ÑÓß&ÔÒ@ÎffiÔ8Ú;Íß¾ÜÍÒ@ÑØÑ;Ú&Ùß¾ÙÒxÔ8ÚÙ×IÑÓÒÍÜ@Ü@×I¸eÎÙÒ@ÔÙ1×TÑÓ×"ffi
ée×TÛÔIÒJÜ@ß&áß
ψref =
k1ψdψd+ψ˙r+v
k2ψref
Q
Z»ßeÑ;Ú3.^ß&ÛÕÓÒÍÑØäGÚ&ÎÙß	Ò@ÔÜ@ßeá¾ÖßeÑØÐ;Ú&á×IÒ@ÎWÐ;ß¨Ù1ÒÐ;ßMÙBÚ&Õ{Ô8ÚGÕxäGÚ&ÑØ×8Ú&Û1ÔTÒ@ÕK¹ ãUàÒÒ@ÔÕÓ×TÕÐ;ÒÍá]ÚßeÖÒ@Ñ;Ú
éeÒ@ÎÒÍÑ;Ú&ÔIáÒÍÎWÐ;ÒÖÑØ¸TS1×IáßJÚ
(xr.yr, ψr)
.GÕÓÒÖàÒÍÙÒtÜ@ßeÎ1ÕÓ×TÙ1Ò@Ñ;ÚGÑ àÎá¾ßYÙÒÍÔTßJÔI×TÎÒ@Ú&ÔT×@;wÚ&Ù1ßtÐÓ×TÖßJÖÑØ×Tá¾Ò@Ñ
ßeÑÓÙÒÍÎ	Ù1Ò@ÔÕÓ×IÕØÐÓÒ@áÚ 6IQ@+ ,Q
-<-
 'E"	,Vffi")  ":	 $#fi&N"()#$
δd˙ = va cosψeδψe
δψ˙e = δv
.^6dQ@+T-N0
F´ßeÎÕÐ;ÑØà1¹eÒÍÎÙß]ÒÍÔá¾ßYÙÒÍÔTßÙ1Ò{ÒÍÕØÐ;Ú&ÙßÙÒKÒ@ÕÐ;ÒxÕÓ×IÕØÐÓÒ@áÚ'.Ü@ß&Îffià1ÎffiÜÍßeÎWÐ;ÑØßeÔÙ×IÕÓÒ@ÞÚ&ÙßÖß&ÑÑÓÒ@Ú&ÔT×"ffi
á¾Ò@ÎWÐuÚGÜ@×T¸&Î]ÙÒÒ@ÕØÐ;Ú&ÙßáÚ&Õ´à1Îæ×TÎWÐ;ÒÍéeÑ;ÚGÙßeÑÖBÚ&Ñ;Ú¶ÔTÔTÒ£äGÚ&ÑÚÜ@ÒÍÑÓßÒ@ÔÒ@ÑØÑÓßeÑ~ÙÒJÖßeÕÓ×IÜ@×I¸eÎ
d
ÒÍÎ¨Ò@ÕÐuÚ&Ùß
ÒÍÕØÐuÚGÛÔTÒh. ÖßeÕÓ×IÛ×TÔI×TÙBÚGÙÙÒ(ÕØÒ@éeà×Iá×IÒ@ÎWÐ;ß¶ÙÒ(ÑÓÚ&á¾ÖBÚ&Õ(07.UÕÓÒÐÓ×TÒÍÎÒÒÍÔÕØ×Téeà1×TÒ@ÎWÐÓÒÖßeÔT×IÎßeá¾×TßKÜ@Ú&Ñ;Ú&Ü£Ð;ÒÍÑfi]TÕffi
ÐÓ×TÜ@ßYX
det
∣∣∣∣∣∣
s −a 0
−kd (s− kψe) ka
1 0 s
∣∣∣∣∣∣ = s3 − s2(kψe)− s(akd) + aka
ÙßeÎ1ÙÒ
a = va cosψe0
¹
kψe
.
kd
¹
ka
.MÕÓß&Î¨Ô8Ú&ÕéWÚ&ÎBÚGÎÜ@×TÚ&Õ~Ù1ÒJÑÓÒ@Ú&ÔT×IáÒÍÎUÐ;Ú&Ü@×I¸eÎÙÒJÔIßeÕ~ÒÍÕØÐ;Ú&ÙßeÕ
ÒÍÑÓÑÓß&ÑJÙÒßeÑØ×TÒ@ÎWÐ;Ú&Ü@×I¸eÎ .ÒÍÑÓÑØßeÑJÙÒÖßeÕÓ×IÜ@×I¸eÎå¹åéWÚGÎBÚ&ÎÜÍ×8Ú]ÙÒÔTÚ¨Ú&Ü@ÜÍ×T¸eÎÝ×IÎWÐ;Ò@é&Ñ;Ú&Ô¯ÕÓßeÛÑØÒÒ@Ô ÒÍÑÓÑØßeÑKÙÒ
ÖßeÕÓ×IÜ@×I¸eÎ
d
ÜÍßeÎffiÑÓÒ@ÕØÖÒÍÜÍÐÓß]ÚàÎ¨äGÚ&ÔTßeÑÙ1Ò{ÑØÒÍÀ ÒÍÑÓÒ@Î1Ü@×8ÚÙÒxÜÍÒ@ÑÓß'.BÑÓÒ@ÕØÖÒÍÜÍÐÓ×IäGÚ&á¾Ò@ÎWÐ;Ò7Q
.ÏÔäGÚ&ÔTßeÑ´ÙÒxÔTßeÕÜÍßYÒ£·BÜ@×IÒ@ÎWÐ;ÒÍÕ
kψe
.
kd
¹
ka
.ÕØÒ¶Ù1ÒÍÐ;ÒÍÑÓá¾×TÎBÚGÑÓßeÎ¨ÜÍßeÎ	ÒÍÔÜ@ÑØ×IÐ;ÒÍÑÓ×IßÙÒxÒ@ÕØÐ;Ú&Û×IÔT×TÙÚ&Ù
ÙÒ    

 
	 K¹Ü@à1áÖÔI×TÒÍÎÙßKÔTß&Õ Ü@ÑØ×IÐ;ÒÍÑÓ×IßeÕÏÙÒÙÒÍÕÓÒ@á¾ÖÒ@Þß .
s3 +s2(2ξw0 +
1
τ
)+s(wo
2 +
2ξwo
τ
) + w
2
o
τ
ÖÑØÒ@ÙÒ£·BÎ×TÙ1ßeÕ1.
kψe = −2ξwo+ 1/τ
kd = −
wo2+2ξwo/τ
a
ka =
wo2
aτ
.^6dQ@+wêN0
Ü@ß&ÎffiÔTÚÑÓÒÍÕØÐÓÑÓ×TÜÍÜ@×I¸eÎ¨ãUàÒ
d
ÎßÙÒ@ÛÒKÕÓÒÍÑá]Úw¹&ßeÑÚ&ÔÑÓÚ&Ù×IßÙÒJÜÍàÑØäGÚGÐÓàÑ;Ú . 1
c(s)
0~Ò@ÎÒ@ÔÖàÎWÐ;ß
s
¹
ãUàÒ
ψe
ÒÍÕØÐ;Ú¾ÑØÒ@ÕØÐÓÑÓ×IÎée×TÙ1ßÚ&Ô×TÎWÐ;ÒÍÑØäGÚ&ÔIß
(−pi
2
, pi
2
)
Q
½ÌÚffiÔIÒÍ¹ ÙÒ¾Ü@ß&ÎUÐÓÑÓßeÔ3ãUàÒÒ@ÕØÐ;Ú&Û×IÔT×;@Ú¨Ò@Ô3ÕÓ×IÕØÐ;ÒÍá]ÚG6dQ+\-¨¹ »BÚ&Ü@Ò¾ãUàÒ]ÔIßeÕxÒ@ÑØÑÓßeÑØÒ@Õ{ÙÒÖßeÕØ×TÜ@×I¸eÎ ¹
Ù×IÑÓÒÍÜ@Ü@×I¸eÎæÐ;×IÒ@ÎÙÚ&ÎÚÜÍÒ@ÑÓß¾Ü@àÚ&ÎÙß¾Ò@ÔÐÓ×TÒ@á¾ÖßÐ;×IÒ@ÎÙÒ{Ú×TÎY·BÎ×IÐÓßÒ@ÕX
v = kψeψe + kdd+ ka
∫
(−d)dt
.$6dQ+= N0
Ê×IÎBÚ&ÔTá¾Ò@ÎWÐÓÒ(Ô8ÚÕØÒ@ÞBÚ&ÔÙ1Ò{ÜÍßeÎWÐ;ÑØßeÔ.ãUàÒxÒÍÕRÔTÚÑÓÒ£À Ò@ÑÓÒÍÎÜ@×TÚ¾ÖÚ&Ñ;ÚÒ@ÔÜ@ßeÎWÐ;ÑØßeÔÙÒxÙ×IÑÓÒ@ÜÍÜ@×I¸eÎ .1äM×TÒÍÎÒ
ÙBÚGÙBÚÖßeÑ X
ψref =
k1ψdψd + ψ˙r + kψeψe + kdd+ ka
∫
(−d)dt
k2ψref
.^6dQg=+ 0
.ÏÕØÐ;ÚÔTÒ£¹ÙÒÜÍßeÎWÐ;ÑØßeÔÒÍÕäGÚ&ÔI×TÙBÚKÕØßeÔTß¶Ü@àBÚ&Î1ÙßÒÍÔÙ×IÑÓ×Iée×TÛÔIÒÖÒ@ÑÓáÚ&ÎÒÍÜ@ÒRÙÒ@ÎWÐÓÑÓßÙÒRàÎBÚ ;@ßeÎBÚ{ÙÒ
±50m
ÙÒtÔTÚKÐÓÑ;Úw¹eÒÍÜÍÐÓßeÑÓ×TÚ'.eÙÒÍÛ×TÙß{ÚKãUàÒRÕÓÒtÙÒ@ÛÒtéWÚ&ÑÓÚ&ÎWÐ;×;@Ú&Ñ àÎÚ{ÕØßeÔ8ÚJÖÑØß`¹eÒ@ÜÍÜ@×I¸eÎ]ßeÑÐ;ßeÎ1ßeÑÓáÚ&ÔYÚ
ÔTÚ¶Ü@à1ÑØäGÚIQ).ÏÕÐuÚÔT×Iá×OÐuÚ&ÜÍ×T¸eÎÒÍÕØÐuÚÚGÕÓßMÜ@×8ÚGÙBÚÚ&ÔÑ;Ú&Ù1×TßÙ1ÒJÜ@àÑäGÚGÐ;àÑÓÚÙÒJÔIßeÕ´ée×IÑÓßeÕ~ÙÒJÔTÚ{Ð;ÑÓÚw¹eÒ@Ü£Ð;ßeÑØ×8Ú
ÖÔTÚ&Î×O·BÜwÚ&ÙÚ'.ÊéWÚGÑ;Ú&ÎWÐ;×@;wÚ&Î1ÙßÝÙÒÒ@ÕÐuÚ á]Ú&Î1Ò@Ñ;ÚÝàÎèÕÓß&ÔTßÝÖàÎWÐÓß#ÕØßeÛÑÓÒÔTÚ ÜÍàÑØäGÚÝÖÔTÚ&Î×I·ÜwÚ&ÙBÚ,Q ¥(Ò
×IéeàBÚ&ÔÏáÚ&ÎÒÍÑ;Ú'.ÌÒ@Ô3ÒÍÑÓÑÓß&Ñ¶ÙÒÙ×TÑØÒ@ÜÍÜ@×T¸&ÎâÙÒÍÔ~Ù×IÑÓ×Iée×TÛÔIÒÙÒÍÛÒÖÒÍÑÓáÚ&ÎÒ@ÜÍÒ@Ñ¶Ò@Îâà1ÎâäGÚ&ÔTßeÑx×IÎ1À Ò@ÑØ×TßeÑxÚ
±90
éeÑÓÚ&ÙßeÕff.BÒÍäM×IÐ;Ú&ÎÙßÙÒxÒÍÕØÐuÚáÚ&ÎÒ@ÑÓÚÔ8Ú×TÎ1ÙÒÍÐÓÒ@ÑÓá¾×TÎÚ&Ü@×I¸eÎæÒ@ÎffiÔ8ÚÔIÒÍ¹æÙ1Ò{ÜÍßeÎWÐ;ÑØßeÔffiQ
-eê
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F´ßeÎ1ÕÓ×TÙ1Ò@Ñ;ÚGÎÙßÒ@Ôá¾ßYÙ1Ò@ÔTßÙÒxÕÓ×TáàÔ8Ú&ÜÍ×T¸eÎ]ÙÒxÔ8Ú·Béeà1Ñ;Ú >IQ+ .Ô8ÚÐÓÑ;Úw¹eÒÍÜÍÐÓßeÑÓ×TÚÖ1Ô8Ú&Î×O·BÜwÚGÙBÚY. ÖßeÑ
ÔTßeÕtÐ;ÑØÒ@Õ(Ü@Ú&ÕÓß&ÕK¥(àÛ×IÎÕ1.á¾ßYÙÒÍÔTß¾×TÎÒÍÑÓÜÍ×8Ú&ÔàÎ1ß]¹ffiáßMÙÒ@ÔIß×TÎÒÍÑÓÜ@×TÚ&ÔP=<0.6ÖBÚGÑØÐ;×IÒ@ÎÙ1ß]ÙÒ¶Ô8ÚÖßeÕØ×TÜÍ×T¸eÎ
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